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Resumen. En este art´ıculo se presenta una nueva formulacio´n de Elementos Finitos
para la Optimizacio´n Topolo´gica de Estructuras. Los modelos tradicionalmente propuestos
hasta el momento se basan en optimizar la distribucio´n de una cierta cantidad de material
de modo que la energ´ıa de deformacio´n resultante sea mı´nima, es decir, se maximiza la
rigidez de la estructura dada una cierta cantidad de material. En estas metodolog´ıas la
formulacio´n matema´tica es, en general, ma´s sencilla que la propuesta en este art´ıculo,
aunque la solucio´n puede perder su sentido f´ısico (ya que no se comprueban las tensiones
existentes en el material) e incluso puede no obtenerse la solucio´n estructural de mı´nimo
peso. El nuevo modelo que se presenta pretende obtener una solucio´n ma´s realista que
minimice el peso de la estructura teniendo en cuenta que no se pueden superar las ten-
siones ma´ximas que soportan los materiales empleados. Este modelo introduce, por tanto,
muchas restricciones altamente no-lineales en tensiones que lo hacen ma´s complejo desde
un punto de vista matema´tico pero, por el contrario, no requiere de te´cnicas de estabi-
lizacio´n de la solucio´n ya que las restricciones se establecen en todos los elementos. El
modelo es, en general, va´lido para cualquier modelo estructural formulado mediante el
Me´todo de Elementos Finitos. Como aplicacio´n, se incluyen algunos ejemplos resueltos
con la nueva formulacio´n desarrollada.
1 INTRODUCCIO´N
Desde que Bendsøe y Kikuchi [2] propusieron en 1988 las bases de la optimizacio´n topolo´gica
de estructuras se han llevado a cabo numerosas investigaciones en esta materia. Sin em-
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bargo, pra´cticamente desde el inicio de estos estudios se ha planteado la obtencio´n de
estructuras o´ptimas con pocas restricciones y con una funcio´n objetivo ma´s compleja por
la mayor facilidad de resolucio´n. El problema planteado de esta forma consiste, general-
mente, en hallar la distribucio´n o´ptima de un volumen de material fijado de modo que
se maximice la rigidez global de la estructura. Este volumen inicial se establece como
un porcentaje sobre el volumen ma´ximo que puede contener la estructura. De este modo
se tiene una u´nica restriccio´n que adema´s es lineal y una funcio´n objetivo no lineal y
compleja.
El modelo ma´s usado para resolver este tipo de problema de optimizacio´n topolo´gica es el
denominado, en terminolog´ıa anglosajona, SIMP (Solid Isotropic Material with Penalty).
En este modelo se asigna a cada elemento de la malla de Elementos Finitos una densidad
relativa del material que forma dicho elemento. Esta densidad relativa varia, por tanto,
entre 0 y 1 (vac´ıo y lleno) y es constante para cada elemento de la malla. Estas densidades
relativas de la malla sera´n las variables de disen˜o del problema de optimizacio´n y el
volumen sera´ la restriccio´n.
Esta formulacio´n del problema en ma´xima rigidez tiene grandes ventajas desde el punto
de vista del ca´lculo pero, por el contrario, tiene tambie´n desventajas considerables. En
general, este me´todo esta´ mal condicionado porque depende del grado de refinamiento
de la malla (mesh dependency) y adema´s es necesario disponer de te´cnicas de filtrado
y suavizado para evitar que se produzcan disposiciones en damero. Adema´s de estas
te´cnicas tambie´n se suelen aplicar penalizaciones sobre las densidades intermedias en los
elementos para obtener soluciones vac´ıo-lleno o muy similares a e´stas. Esto provoca que
las soluciones obtenidas con estos planteamientos sean, generalmente, muy similares a
estructuras de barras.
Por otra parte, desde el punto de vista de la optimizacio´n, estos planteamientos no son
habituales en otras ramas de esta disciplina, como son la optimizacio´n estructural de
formas o de dimensiones, porque carecen del sentido f´ısico e ingenieril de que constan
los planteamientos con restricciones en tensio´n o en movimientos. Adema´s en estos
planteamientos la funcio´n objetivo suele ser el peso de la estructura, que puede rela-
cionarse directamente con el coste de la misma. Por tanto, la funcio´n objetivo en este
caso tambie´n representa un factor muy importante desde el punto de vista de la ingenier´ıa.
Por todo ello presentamos una nueva formulacio´n del problema de optimizacio´n topolo´gica
de estructuras basado en la minimizacio´n del peso y con restricciones en tensio´n de tipo
local (MPRT).
2 ANA´LISIS DEL PROBLEMA
2.1 ANA´LISIS ESTRUCTURAL
Sea Ωo un dominio en el espacio material originalmente ocupado por una estructura
deformable. Bajo el efecto de unas cargas externas conocidas, la estructura se deforma y
ocupa un dominio diferente Ω. Entonces, cada punto P o en Ωo se traslada a una nueva
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posicio´n P en el dominio Ω. Sean tambie´n ro y r los vectores de coordenadas de los puntos
P o y P , respectivamente. El problema consiste en obtener los desplazamientos
u(ro) = r(ro)− ro, (1)
que son las claves para obtener tanto las deformaciones ε(ro) como las tensiones σ(ro).
En elasticidad lineal y bajo la hipo´tesis de pequen˜os desplazamientos y pequen˜as defor-
maciones, las expresiones correspondientes son
ε = Lu, σ = Dε. (2)
Sean las cargas externas b(ro) por unidad de volumen (de la estructura) en el dominio
Ωo, y t(ro) por unidad de a´rea en la superficie Γoσ. En estas condiciones, el problema
estructural puede reescribirse como
Hallar u ∈ Hu
tal que a(w,u) = (w, b)Ωo + (w, t)Γoσ ∀w ∈ Hw
donde a(w,u) =
∫∫∫
Ωo
(Lw)TD(Lu) dΩ,
(w, b)Ωo =
∫∫∫
Ωo
wTb dΩ, (w, t)Γoσ =
∫∫
Γoσ
wT t dΓ,
(3)
donde las funciones de prueba u y las funciones de test w se definen de forma que cumplan
las condiciones de contorno esenciales (desplazamientos prescritos) y sus correspondientes
condiciones de contorno homoge´neas, respetivamente.
2.2 MODELO NUME´RICO DE ELEMENTOS FINITOS
De forma general, no sera´ posible obtener la solucio´n exacta al problema planteado. Por
ello, es necesario aproximar la solucio´n a trave´s de un planteamiento finito en los ve´rtices
de una malla previamente definida que represente de la forma ma´s aproximada el espacio
Ωo.
As´ı, reemplazaremos los espacios de funciones Hu y Hw por sus respectivos subespacios
de dimensio´n finita Hhu y H
h
w. Sean, por tanto, u
h y wh las funciones de prueba y de
test discretizadas en los subespacios mencionados. Sea up una funcio´n de prueba que
satisface las condiciones de contorno esenciales. Sean tambie´n {φi(ro)} y {wj(ro)} dos
bases convenientemente seleccionadas de los subespacios discretizados correspondientes
a las funciones de prueba y de test Hhu y H
h
w. Dichas bases verificara´n las condiciones
de contorno homoge´neas del problema. Una vez realizadas estas modificaciones podemos
reescribir el problema como
uh(ro) = up(ro) +
N∑
i=1
Φi(r
o)αi, Φi(r
o) = φi(r
o)I3,
wh(ro) =
N∑
j=1
W j(r
o)βj, W j(r
o) = wj(r
o)I3.
(4)
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En una formulacio´n de Elementos Finitos como la empleada en este caso, la inco´gnita
principal es el vector de movimientos αi del punto i. Incluso la discretizacio´n del dominio
Ωo se realiza en base a estos mismos puntos
Ωo =
nelem⋃
e=1
Ee, Ee1
⋂
Ee2 = ∅ ∀e1 6= e2, (5)
siendo Ee los Elementos Finitos. Por otra parte, en meca´nica de medios continuos es muy
habitual emplear formulaciones de tipo Galerkin, tomando la misma base para definir las
funciones de prueba y las funciones de test, esto es,
wj(r
o) = φj(r
o). (6)
Aplicando esta formulacio´n el problema inicial puede escribirse como
Hallar α = {αi}, i = 1, . . . , N
tal que
N∑
i=1
K jiαi = f j, j = 1, . . . , N
donde K ji = a(Φj,Φi),
f j = (Φj, b)Ωo + (Φj, t)Γoσ − a(Φj, up).
(7)
Los ca´lculos que son necesarios para obtener la solucio´n del problema pueden ejecutarse
de forma individual para cada elemento de la malla, con lo que el problema se simplifica
de la siguiente forma
K ji =
nelem∑
e=1
Keji,
f j =
∫∫
Γoσ
ΦTj t dΓ +
nelem∑
e=1
f ej ,
(8)
siendo las contribuciones de cada elemento
Keji =
∫∫∫
Ee
(LΦj)
TD(LΦi) dΩ,
f ej =
∫∫∫
Ee
(
ΦTj b − (LΦj)TD(Lup)
)
dΩ.
(9)
Una vez hallada la solucio´n α al problema (7), se pueden calcular los valores aproximados
de cualquier punto ro ∈ Ωo
uh(ro) = up(ro) +
N∑
i=1
Φi(r
o)αi, (10)
εh(ro) = Luh(ro), σh(ro) = Dεh(ro). (11)
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3 FORMULACIO´N MPRT
3.1 ANA´LISIS ESTRUCTURAL CON DENSIDAD RELATIVA
La formulacio´n se plantea de forma similar al problema sin densidad relativa y se comparan
los resultados obtenidos en ambos casos. Por tanto, sea Ωo el dominio ocupado por un
material poroso. Sea tambie´n ρ(ro) la densidad relativa del material (complementaria de
la porosidad) en un punto P o de coordenadas ro.
Para una distribucio´n de material dada, definida por el vector de densidades relativas
ρ(ro), habra´ que calcular los movmientos (1) y, a partir de e´stos, las deformaciones y
tensiones asociadas a los mismos (2).
Asumiremos de nuevo la hipo´tesis de pequen˜os movimientos y pequen˜as deformaciones.
Sea dΩ el volumen de una regio´n infinite´simal en el entorno de un punto P o. Por definicio´n,
el volumen ocupado por el material poroso en esa regio´n sera´ ρ(ro)dΩ. Ahora el problema
(3) puede reescribirse como
Dado ρ(Ωo)
hallar u ∈ Hu
tal que a(w,u) = (w, b)Ωo + (w, t)Γoσ ∀w ∈ Hw
donde a(w,u) =
∫∫∫
Ωo
(Lw)TD(Lu) ρ dΩ,
(w, b)Ωo =
∫∫∫
Ωo
wTb ρ dΩ, (w, t)Γoσ =
∫∫
Γoσ
wT t dΓ.
(12)
Obse´rvese que, en comparacio´n con el planteamiento original (3), las modificaciones se
reducen a una simple incorporacio´n de la porosidad en el ca´lculo de las integrales in-
volucradas. En realidad, una vez que se han calculado los movimientos reales de la
estructura, las tensiones y deformaciones se calculan de forma ide´ntica a como se realizan
en el problema original, independientemente de la densidad relativa del material en cada
punto. Como excepcio´n hay que tener en cuenta que una densidad relativa nula hace que
los movimientos carezcan de sentido dado que no existir´ıa material en esta situacio´n y,
consecuentemente, tampoco se podr´ıa hablar de deformaciones ni de tensiones.
El ca´lculo de las tensiones, sin embargo, s´ı que reporta una mayor complejidad. Si se
realiza el ca´lculo de forma directa se obtienen unos valores de tensio´n incorrectos dado
que estos valores son promediados entre la parte porosa y la parte so´lida. Sin embargo, las
tensio´n real que soporta el material no es la promediada sino la efectiva que afecta so´lo a
la parte no porosa. Por lo tanto, si se pretenden analizar las tensiones en un subdominio
finito hay que tener en cuenta que las tensiones reales son las efectivas, las que realmente
soporta el material.
3.2 MODELO DE ELEMENTOS FINITOS CON DENSIDAD RELATIVA
Sea ρe la densidad relativa del elemento nu´mero e. Dicha densidad relativa se toma
como constante para ese elemento. Sea ahora ρ = {ρe} (e = 1, . . . , nelem) el vector de
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densidades relativas de los elementos de la malla. Como ya se ha comentado anteriormente
las densidades relativas constituyen el conjunto de variables de disen˜o del problema de
optimizacio´n. Para una densidad ρ dada, el ca´lculo a realizar es el siguiente:
Hallar α(ρ)
tal que
N∑
i=1
K ji(ρ)αi(ρ) = f j(ρ), j = 1, . . . , N,
(13)
No´tese que los ca´lculos que es necesario efectuar pueden realizarse de forma independiente
para cada elemento; por tanto,
K ji(ρ) =
nelem∑
e=1
Keji(ρe),
f j(ρ) =
∫∫
Γoσ
ΦTj t dΓ +
nelem∑
e=1
f ej(ρe),
(14)
siendo las contribuciones elementales
Keji(ρe) =
∫∫∫
Ee
(LΦj)
TD(LΦi) ρe dΩ,
f ej(ρe) =
∫∫∫
Ee
(
ΦTj b − (LΦj)TD(Lup)
)
ρe dΩ.
(15)
Una vez hallada la solucio´n α(ρ) del problema (13) puede calcularse la solucio´n aproxi-
mada para cualquier punto ro ∈ Ωo
uh(ro, ρ) = up(ro) +
N∑
i=1
Φi(r
o)αi(ρ), (16)
εh(ro, ρ) = Luh(ro, ρ), σh(ro, ρ) = Dεh(ro, ρ). (17)
Si se compara el problema con densidad relativa (16) y (17) y el problema formulado sin
densidad relativa (10) y (11) puede observarse que el ca´lculo de movimientos, deforma-
ciones y tensiones se realiza de la forma habitual haciendo pequen˜os cambios.
Por esto si se pretende adaptar una formulacio´n de elementos finitos ya existente para
introducirla en un modelo de optimizacio´n basta con hacer pequen˜as modificaciones en
el ca´lculo de las contribuciones elementales teniendo en cuenta la densidad relativa de los
mismos a la hora de realizar las integrales correspondientes.
La adaptacio´n es au´n ma´s sencilla si, como es habitual, se asume que la densidad relativa
es constante para cada elemento ya que so´lo habra´ que multiplicar los resultados de la inte-
gracio´n en cada elemento por el valor de la densidad correspondiente. Adema´s, el ana´lisis
convencional por elementos finitos sin tener en cuenta la porosidad (16) proporciona gran
parte de los ca´lculos necesarios para hallar las derivadas de primer orden con respecto a
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las variables de disen˜o. Las derivadas de segundo orden y superiores de estos te´rminos son
en consecuencia nulas para esta formulacio´n. Si se establece algu´n tipo de penalizacio´n
sobre las densidades intermedias e´sto ya no sera´ cierto. Tanto las derivadas de primer
orden como las de segundo se empleara´n en el modelo de optimizacio´n propuesto.
3.3 RESTRICCIONES EN TENSIO´N
Los valores de tensio´n σh(ro, ρ) calculados mediante (16) y (17) son aproximaciones
nume´ricas del tensor de tensiones real del material. Entonces la imposicio´n de restricciones
locales de tipo tensional puede plantearse como
gj(ρ) = σ̂
(
σh(roj , ρ)
)
− σ̂max ≤ 0, o
gj(ρ) = σ̂min − σ̂
(
σh(roj , ρ)
)
≤ 0,
(18)
donde σ̂max y σ̂min son los correspondientes l´ımites superior e inferior. Si el material
es poroso, como ocurre en este caso, el planteamiento anterior puede generalizarse sin
ma´s que multiplicar las expresiones anteriores por la densidad correspondiente de cada
elemento.
g(ρ) =
[
σ̂
(
σh(roj , ρ)
)
− σ̂max
]
ρ(roj) ≤ 0, o
g(ρ) =
[
σ̂min − σ̂
(
σh(roj , ρ)
)]
ρ(roj) ≤ 0.
(19)
4 IMPLEMENTACIO´N DE LA FORMULACIO´N
Como ya se ha comentado anteriormente la adaptacio´n de un programa de ca´lculo por el
Me´todo de los Elementos Finitos para la optimizacio´n topolo´gica es muy sencilla a partir
de una formulacio´n convencional del me´todo. Basta con hacer pequen˜as modificaciones
en el ca´lculo de las integrales a nivel elemental tanto de la matriz de rigidez como de
las cargas por unidad de volumen aplicadas (normalmente el peso). Puede apreciarse en
(15) que la u´nica modificacio´n a realizar es el producto del volumen de integracio´n por su
correspondiente valor de densidad relativa ρe
dΩe(ρe) = ρe dΩ
0
e (20)
que adema´s es constante para cada elemento.
Una vez realizadas estas modificaciones los ca´lculos a realizar son los mismos que para el
problema sin densidad relativa ((7),(8),(9))
4.1 ANA´LISIS DE SENSIBILIDAD
El ana´lisis de sensibilidad para este problema se realiza por el me´todo de la diferenciacio´n
directa a partir de la formulacio´n general del Me´todo de los Elementos Finitos
K(ρ) u = f + r (21)
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donde u es el vector de movimientos de los puntos de la malla, f es el vector de cargas
aplicadas y r es el vector de reacciones que se producen para los grados de libertad
coaccionados.
El objetivo del ana´lisis de sensibilidad sera´ el ca´lculo de las derivadas de las restricciones
y de la funcio´n objetivo con respecto a las variables de disen˜o necesarias para el me´todo
de optimizacio´n que aplicaremos para resolver el problema. Para ello necesitamos, como
paso previo, conocer las derivadas de los movimientos de la estructura con respecto a
las variables de disen˜o. A partir de e´stas ya podremos calcular las derivadas de las
restricciones que necesitamos.
∂(K(ρ) u)
∂ρe
=
∂f
∂ρe
+
∂r
∂ρe
(22)
Y realizando las operaciones oportunas, se obtiene
K(ρ)
∂u
∂ρe
= −∂K(ρ)
∂ρe
u +
∂f
∂ρe
+
r
∂ρe
(23)
Obse´rvese que el problema de resolver ahora el sistema de ecuaciones resultante es muy
similar al del planteamiento inicial (20). La u´nica diferencia es que en lugar de resolver un
u´nico problema habra´ que resolver tantos problemas como variables de disen˜o tengamos
dado que se calculan las derivadas con respecto a todas estas variables. Adema´s la matriz
del sistema una vez ensamblada es la misma que para la resolucio´n de la estructura.
Por ello es aconsejable utilizar un me´todo de resolucio´n de sistemas lineales como la
factorizacio´n de Cholesky que permita almacenar la matriz factorizada evitando as´ı repetir
ca´lculos innecesariamente y calcularla so´lo una vez para todo el proceso. Adema´s para
calcular derivadas de o´rdenes superiores el procedimiento sera´ similar y habra´ que resolver
sistemas de ecuaciones similares.
El ca´lculo de las derivadas de las tensiones con respecto a las variables de disen˜o puede
realizarse ahora a partir de (17) del siguiente modo
∂σ(ρ)
∂ρe
=
∂(D (ε − ε0) + σ0)
∂ρe
∂σ(ρ)
∂ρe
=
∂(D B (u − u0) + σ0)
∂ρe
∂σ(ρ)
∂ρe
= D B
∂u
∂ρe
−D B ∂u0
∂ρe
+
∂σ0(ρ)
∂ρe
(24)
El valor de la derivada de los movimientos con respecto a las variables de disen˜o se obtiene
de (23). Los valores de ε0 y σ0 corresponden a las deformaciones y tensiones iniciales que
puede tener el material debido fundamentalmente a variaciones de temperatura. Normal-
mente, no tendremos en cuenta estos factores porque no estudiaremos los efectos te´rmicos.
Una vez calculadas las derivadas de primer orden procedemos a calcular las derivadas
de segundo orden. Este ca´lculo se realizara´ de forma direccional porque el ca´lculo de
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forma general es pra´cticamente inabordable debido a la elevad´ısima capacidad de alma-
cenamiento de datos y al tiempo de ca´lculo necesario.
K(ρ)
∂2u
∂si∂sj
=− ∂
2K(ρ)
∂si∂sj
u − ∂K(ρ)
∂si
∂u
∂sj
− ∂K(ρ)
∂sj
∂u
∂si
+
∂2f
∂si∂sj
+
∂2r
∂si∂sj
(25)
donde si y sj son dos direcciones cualesquiera de modificacio´n del disen˜o.
En este caso, una vez obtenida la direccio´n de avance hacia el o´ptimo se podra´n calcular
las derivadas de segundo orden. Adema´s, podremos eliminar algunos los te´rminos dado
que son nulos:
K(ρ)
∂2u
∂si∂sj
=− ∂K(ρ)
∂si
∂u
∂sj
− ∂K(ρ)
∂sj
∂u
∂si
(26)
De modo similar se obtienen las derivadas de segundo orden de las restricciones a partir
de (24), despreciando ya las posibles deformaciones o tensiones iniciales.
∂2σ
∂si∂sj
= D B
∂2u
∂si∂sj
(27)
Por otra parte, la derivada de la funcio´n objetivo con respecto a las variables de disen˜o se
obtiene de forma casi inmediata. Como el peso de cada elemento depende directamente
de la densidad relativa del mismo, su derivada se puede hallar de forma sencilla.
Adema´s con este me´todo se pueden obtener todos los te´rminos a nivel elemental y de
forma independiente y ensamblarlos a medida que se van calculando hasta obtener el
sistema de ecuaciones completo que habra´ que resolver. Esto hace que sea aconsejable
realizar tanto los ca´lculos para el ana´lisis de sensibilidad como para los de resolucio´n del
problema estructural de forma conjunta evitando as´ı repetir ca´lculos innecesariamente.
4.2 PROBLEMA DE OPTIMIZACIO´N
El problema de optimizacio´n puede formularse de forma general
Minimizar Coste(ρ)
sujeto a: gi(σi) ≤ 0 ∀i = 1, . . . , Nrest
0 < ρmin ≤ ρi ≤ 1,
ρmin = 0.001 (normalmente)
sabiendo que f = K u + r
(28)
En el problema de optimizacio´n establecemos una funcio´n objetivo de la forma
Coste =
Nelem∑
i=1
∫
Ωe
(ρe)
1/q dΩ (29)
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donde q es el factor de penalizacio´n de las densidades intermedias [14]. Si no se quieren
penalizar estas densidades intermedias se tomara´ q = 1 y entonces la funcio´n objetivo a
minimizar sera´ el peso de la estructura.
Por otra parte, las restricciones se pueden plantear de diversas formas dependiendo del
tipo de problema. En este caso, hemos planteado una restriccio´n en tensio´n en el centro
de cada elemento. La tensio´n de comparacio´n empleada es la de Von Mises suponiendo
que el material de la estructura es el acero, aunque podr´ıan aplicarse otros criterios de
comparacio´n para distintos tipos de materiales. Por ejemplo, el criterio de Raghava
o el criterio de Ishai podr´ıa emplearse para materiales con distinto l´ımite tensional a
compresio´n y a traccio´n [11].
σvm =
√
1
2
[
(σI − σII)2 + (σII − σIII)2 + (σIII − σI)2
]
(30)
Adema´s segu´n se indica en la Norma NBE EA-95 [12] tambie´n se deben cumplir las
siguientes restricciones
σvm − σe ≤ 0, σI − 2σe ≤ 0 y − 2σe − σIII ≤ 0, (31)
4.3 ALGORITMO DE OPTIMIZACIO´N
El me´todo utilizado para resolver el problema de optimizacio´n es el desarrollado en [1].
En este me´todo se utiliza un algoritmo de Programacio´n Lineal Secuencial (PLS) para
obtener una direccio´n de avance hacia el o´ptimo con aproximacio´n lineal. Si el problema
fuera lineal bastar´ıa con aplicar el me´todo una sola vez pero como el problema es no lineal
tenemos que aproximarnos a la solucio´n o´ptima de forma iterativa resolviendo problemas
linealizados. Para cada direccio´n de avance se calcula, mediante un algoritmo con aproxi-
macio´n cuadra´tica, el factor de avance y se actualiza el problema con las nuevas variables
de disen˜o para proceder a repetir el proceso hasta que se encuentre el o´ptimo.
Dado ρk
obtener ρk+1 = ρk + θk sk
(32)
La funcio´n objetivo y las restricciones se linealizan de la siguiente forma:
F (ρk + tk) ≈ F (ρk) +∇F (ρk) tk
Gj(ρ
k + tk) ≈ Gj(ρk) +∇Gj(ρk) tk ≤ 0
j = 1, . . . , nrest
(33)
La direccio´n de modificacio´n del disen˜o tk puede descomponerse como en (32) en un vector
unitario sk y un factor de multiplicacio´n θk
tk = θk sk (34)
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El ca´lculo de la direccio´n de avance s se lleva a cabo a trave´s de tres me´todos distintos
dependiendo de la situacio´n inicial de la que se parte. As´ı, si en el problema inicial no
existen restricciones violadas tenemos un problema de minimizacio´n no restringida y la
direccio´n de avance ma´s apropiada es aquella que produzca el ma´ximo descenso en la
funcio´n objetivo. Ante esta situacio´n se usa, por tanto, como direccio´n de avance la
obtenida por el opuesto al gradiente de la funcio´n objetivo.
ski = −
∂F (ρk)
∂ρki
si ρmin < ρ
k
i < 1 (35)
Por otra parte siempre hay que tener en cuenta que no se pueden incumplir las restricciones
laterales (densidad relativa ma´xima y mı´nima) en ninguno de los me´todos propuestos
ski = 0 si

ρi = ρmin y
∂F (ρk)
∂ρki
> 0
ρi = 1 y
∂F (ρk)
∂ρki
< 0
(36)
Por el contrario, si existe algu´n punto en el que se superen las ma´ximas tensiones per-
mitidas sera´ necesario calcular una direccio´n que evite esas restricciones y obtener una
solucio´n que, aunque no sea mejor que la anterior, sea va´lida.
ski =
Nrv∑
j=1
gkj
∂σj(ρ
k)
∂ρki
si ρmin < ρ
k
i < 1 (37)
donde Nrv indica el nu´mero de restricciones violadas y gkj = σ
k
j (ρ
k)−σmaxj .
El problema planteado de esta forma tiene una convergencia muy lenta debido a que se
produce el feno´meno de zig-zag. Una vez que la solucio´n se aproxima al o´ptimo una
direccio´n de avance segu´n el gradiente hace que se viole alguna restriccio´n y, por tanto,
sera´ necesario aplicar, en la siguiente iteracio´n, el algoritmo de entrada hacia la regio´n de
disen˜o volviendo a un punto que se aleja del o´ptimo.
Por ello, es necesario efectuar unas relajaciones sobre las restricciones que permitan aplicar
un algoritmo de optimizacio´n ma´s efectivo cuando hay restricciones violadas pero no de-
masiado. Estas relajaciones se establecen definiendo un intervalo en el cual una restriccio´n
esta´ activa pero no violada y, por tanto, no es necesario aplicar el algoritmo que busca
la direccio´n de entrada hacia la regio´n de disen˜o. En este caso, utilizaremos un algo-
ritmo basado en el me´todo Simplex para encontrar una direccio´n de avance que reduzca
la funcio´n objetivo y que al mismo tiempo no viole las restricciones establecidas.
Una vez obtenida la direccio´n de avance se realiza el ana´lisis de segundo orden para
obtener el factor de avance. Se establece un valor mı´nimo del paso y a partir de e´ste se
busca el factor de avance que minimiza la funcio´n objetivo sin violar las restricciones. El
factor de avance se obtiene, por tanto, comprobando el valor de la funcio´n objetivo y de
11
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las restricciones a intervalos de mı´nimo paso. El rango de valores posibles del factor de
avance se obtiene a partir de las restricciones laterales que se imponen sobre las variables
de disen˜o. El valor ma´ximo es aquel que provoca que una variable que no alcanzaba el
l´ımite lateral inferior (elemento lleno) lo alcance en esta iteracio´n y el valor mı´nimo es
aquel que provoca que una variable que no alcanzaba el l´ımite lateral superior (elemento
vac´ıo) lo alcance. Fuera de este rango aunque el factor de avance proporcionara una
solucio´n mejor no ser´ıa va´lida porque no tendr´ıa sentido f´ısico.
Para realizar este ca´lculo es necesario conocer los valores de la funcio´n objetivo as´ı como
de las restricciones para la direccio´n de avance obtenida anteriormente. Para ello se realiza
una aproximacio´n cuadra´tica direccional, dado que ahora se conoce la direccio´n de avance,
con lo que se simplifican mucho los ca´lculos:
F (ρk+1) ≈ F (ρk) + ∂F (ρ
k)
∂sk
θk +
1
2
∂2F (ρk)
∂sk
2 θk
2
Gj(ρ
k+1) ≈ Gj(ρk) + ∂Gj(ρ
k)
∂sk
θk +
1
2
∂2Gj(ρ
k)
∂sk
2 θk
2 ≤ 0
j = 1, . . . , nrest
(38)
Las derivadas segundas direccionales se obtienen del ana´lisis de sensibilidad de segundo
orden segu´n (26) y (27).
Una vez hallado el factor de avance se procede a actualizar la solucio´n segu´n (32) y a
comprobar la convergencia. Si el problema ha convergido se para la ejecucio´n y si no ha
convergido se continua el proceso iterativo.
El problema habra´ convergido si no hay restricciones violadas y el factor de avance es
menor que un valor previamente definido. Esto supone que no se puede avanzar ma´s hacia
el o´ptimo y la solucio´n obtenida ya es lo suficientemente aceptable como para despreciar
una aproximacio´n mayor. Si hay restricciones violadas y el factor de avance obtenido es
nulo esto implica un error grave dado que no se obtiene una solucio´n va´lida y no existe la
solucio´n optimizada porque es posible que ninguna de las soluciones posibles cumpla las
restricciones impuestas. Adema´s de estos controles de convergencia y no convergencia es
aconsejable limitar el nu´mero de iteraciones ma´ximas a realizar.
5 EJEMPLOS DE APLICACIO´N
En este trabajo se han estudiado dos ejemplos bidimensionales en tensio´n plana. Se
utiliza este tipo de ejemplos dado que es muy fa´cil la interpretacio´n f´ısica de las variables
de disen˜o. As´ı, puede asimilarse la densidad del material con el espesor de la pieza y
representar la estructura en tres dimensiones a pesar de que el ca´lculo se realiza en dos
dimensiones.
En ambos casos se parte de una malla de elementos finitos rectangular y regular con
longitud y altura predefinidos. Los ejemplos propuestos no tienen una aplicacio´n pra´ctica
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inmediata pero son representativos del tipo de soluciones y de problemas que se pueden
plantear con la formulacio´n que se propone.
El primer ejemplo (figura 1) consiste en una viga de 40 m de luz y un canto de 15 m que
se encuentra apoyada en ambos extremos y con el movimiento horizontal coaccionado. La
viga esta´ sometida a una carga puntual de 6 105 kN situada a una distancia del apoyo de
1/3 de la luz y a su peso propio. El acero empleado tiene un l´ımite ela´stico σe = 230MPa
y un mo´dulo de Young Ee = 2.1 10
5 MPa. El valor del coeficiente de Poisson del acero
es (ν = 0.3). La densidad del acero se toma como γmat = 76.5 kN/m
3. El modelo
estructural consta de una malla de 36 × 16 = 576 elementos rectangulares de 8 nodos
empleando 3× 3 = 9 puntos de integracio´n. Puede apreciarse que la solucio´n obtenida se
parece mucho a un arco (figura 7), que era la solucio´n esperable desde el punto de vista
estructural. El espesor representado en las figuras ha sido multiplicado por un factor para
que pueda interpretarse de forma ma´s sencilla la solucin obtenida. El peso final de la
estructura supone un 17.16 % del peso inicial.
El segundo ejemplo (figura 8) consiste en una viga de 40 m de luz y un canto de 1 m
que que tiene tres apoyos mo´viles articulados, dos en los extremos y el otro en el centro.
La viga esta´ sometida a una carga puntual de 104 kN situada en el punto medio de uno
de los dos vanos de que consta la viga y a su peso propio. El acero empleado tiene un
l´ımite ela´stico σe = 230 MPa y un mo´dulo de Young Ee = 2.1 10
5 MPa. La densidad
del acero se toma como γmat = 76.5 kN/m
3. El modelo estructural consta de una malla
de 60 × 12 = 720 elementos rectangulares de 8 nodos empleando 3 × 3 = 9 puntos de
integracio´n. El peso final de la estructura supone un 24.49 % del peso inicial.
Los resultados obtenidos para estos ejemplos (figuras 7 y 14) son desde el punto de vista in-
genieril correctos y, al contrario de lo que ocurre con las formulaciones de ma´xima rigidez,
no proporcionan soluciones semejantes a estructuras de barras. Tanto la estructura en
arco como la viga en doble T son disen˜os ya empleados habitualmente en el proyecto y
ca´lculo de estructuras. Estos ejemplos confirman, por lo tanto, esos disen˜os ya utilizados
con e´xito en problemas reales. El arco obtenido corresponde claramente a la geometr´ıa
antifunicular de las cargas aplicadas. Las secciones de la viga continua son pra´cticamente
sime´tricas con respecto a su centro de gravedad dado que los apoyos no tienen coartado
su movimiento horizontal. La disposicio´n en doble T es la solucio´n obtenida tanto para
el centro del vano en que se aplica la carga puntual como para el apoyo central.
Con esta formulacio´n, adema´s de realizar la optimizacio´n del modelo, se realiza el ca´lculo
estructural dado que se garantiza que las tensiones no superan un valor ma´ximo estable-
cido que puede obtenerse de Normas como la NBE-EA 95 [12]. Por otra parte, en el
a´mbito ingenieril el coste de la estructura y el volumen de material empleado esta´n rela-
cionados, por tanto, la solucio´n obtenida sera´ muy similar a la o´ptima en coste. Obse´rvese
que las soluciones obtenidas finalmente alcanzan reducciones de peso muy importantes, y
en consecuencia, reducciones de coste tambie´n considerables.
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6 CONCLUSIONES
• En este art´ıculo presentamos una nueva formulacio´n para la optimizacio´n topolo´gica
de estructuras basada en la minimizacio´n del peso con restricciones de tipo local en
tensio´n.
• La formulacio´n se plantea a partir de pequen˜as modificaciones realizadas sobre un
programa de Elementos Finitos integrado en el proceso de optimizacio´n expuesto.
• En general, la formulacio´n no depende de para´metros artificiales y no requiere de
te´cnica alguna de estabilizacio´n de la solucio´n. Tampoco se penalizan las densidades
intermedias, aunque podr´ıa hacerse, para obtener soluciones ma´s reales que no se
parecen, necesariamente, a estructuras de barras.
• Tanto la funcio´n objetivo como las restricciones tienen una clara interpretacio´n f´ısica
desde el punto de vista ingenieril.
• Pueden aplicarse con el mismo planteamiento otros tipos de restricciones (movimen-
tos, frecuencias de vibracio´n) as´ı como analizar varios casos de carga simulta´neamente.
• La formulacio´n es desde el punto de vista matema´tico muy robusta. Sin embargo,
el elevado nu´mero de restricciones provoca que desde el punto de vista nume´rico
el problema se encuentre muy limitado dado que se requiere una gran capacidad
de almacenamiento de datos (debido fundamentalmente al ana´lisis de sensibilidad).
Adema´s, los me´todos de optimizacio´n restringida que existen actualmente no fun-
cionan correctamente cuando el nu´mero de restricciones es elevado.
• Las soluciones obtenidas parecen ser correctas desde el punto de vista ingenieril y
la interpretacio´n de todos los para´metros de la optimizacio´n tambie´n lo es.
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7 FIGURAS
Figura 1: Planteamiento inicial de viga de gran canto (40x15 m)
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Figura 2: Solucio´n ba´sica inicial
Figura 3: Iteracio´n 10
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Figura 4: Iteracio´n 20
Figura 5: Iteracio´n 35
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Figura 6: Iteracio´n 50
Figura 7: Solucio´n optimizada. (Nota: Los apoyos no se optimizan para evitar efectos locales de concen-
tracio´n de tensiones)
20
J. Par´ıs, F. Navarrina, I. Colominas y M. Casteleiro
Figura 8: Planteamiento inicial de viga de 2 vanos
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Figura 9: Solucio´n ba´sica inicial
Figura 10: Iteracio´n 5
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Figura 11: Iteracio´n 10
Figura 12: Iteracio´n 20
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Figura 13: Iteracio´n 30
Figura 14: Solucio´n optimizada. (Nota: Los apoyos no se optimizan para evitar efectos locales de
concentracio´n de tensiones)
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